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TD 3 : Réduction des endomorphismes

Exercice 1. (Projections) Soit f un endomorphisme de E tel que fo f = f.
1. Montrer que les seules valeurs propres possibles pour f sont 0 et 1.
2. Montrez que Im(f) = {z € E| f(x) = z}.
3. Montrer que F = Im(f) & Ker(f).
4

. En déduire qu’il existe une base de E telle que la matrice de f dans cette base soit diagonale,
avec des 0 ou des 1 sur la diagonale.

1 (6 —4
A_4<3 —2>'

Exercice 2. (Symétries) Soit f un endomorphisme de FE tel que fo f = Id.

5. Diagonaliser la matrice

1. Montrer que les seules valeurs propres possibles pour f sont —1 et 1.

2. On pose A; = Ker(f — Id) et A_; = Ker(f + Id). Montrer que, pour tout z € F,
x+ f(x) e Ay et x — f(x) € A_4.

3. Montrer que £ = A1 ® A_;.

4. En déduire qu’il existe une base de F telle que la matrice de f dans cette base soit diagonale,
avec des 1 ou des —1 sur la diagonale.

A= <3§2 j)

5. Diagonaliser la matrice

m 1 1
Exercice 3. Soient m un réel, et la matrice 4, = | 1 1 m
1 m 1

Calculez, en fonction de m, le déterminant de A,,.
Quel est le rang de A1 7 de A_57

Quel est le polynéme caractéristique de A,, 7 Quelles sont les valeurs propres de A,, 7

- W o=

La matrice A,, peut-elle avoir une seule valeur propre ? Pour quelles valeurs de m la matrice
A,, a-t-elle seulement deux valeurs propres distinctes ?

5. En déduire que si m ¢ {1, —1/2}, la matrice A, est diagonalisable.

Exercice 4. Soit £ = R[X] l'ensemble des polynomes a coefficients dans R. On définit les
applications ¢, 1, & de F dans E de la maniere suivante :

X
6: P(X) — P/(X), o:P(X) — XP'(X), §:P(X)—>/0 P(t) dt.

1. Vérifier que ¢, 1, £ sont des applications linaires sur un espace vectoriel.

2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de chacune de ces applications linéaires.



Exercice 5. (Endomorphismes de rang 1) Soit f un endomorphisme de E de rang 1.

1. En écrivant la matrice de f dans une base bien choisie, montrez que le polynome ca-
ractéristique de f est de la forme
P() = (=1)"A"H (A —a),
ou a = trace(f). Quelles sont les valeurs propres de f 7

2. Montrez que, si trace(f) = 0, f n’est pas pas diagonalisable.

3. On suppose que trace(f) # 0. Montrez que f est diagonalisable.

Exercice 6. Pour quelles valeurs de a la matrice suivante est-elle diagonalisable ?
1 2 a—1

A= 0 a-—1 1
0 2¢a—5 5—a

1 a 0 0
. . . 02 b0
Exercice 7. Soient a,b, ¢ trois réels et A = 00 2 ¢l Pour quelles valeurs de a,b et ¢ la
0 0 0 2
matrice A est-elle diagonalisable 7
Exercice 8. Soit
2 0 4
A= 3 —4 12
1 =2 5

Quelles sont les valeurs propres de la matrice ?
Trouver une base de vecteurs propres.

Ecrire la matrice de passage et calculer son inverse.
Calculer A™

Calculer A(A—1)(A—2I)

Gt W=

Exercice 9.

1 20 -8 1 )
A=12 10 B = 2 =3 -1
010 -4 1 1

1. Diagonaliser A et donner une matrice P inversible telle que A = PDP~! ol D est une
matrice diagonale.

2. Montrer que B n’est pas diagonalisable. Donner une matrice triangulaire semblable a B.

Exercice 10. Soit ag,...,a,—1 € R et P le polynéme de degré n donné par
P() = (—1)" (A" — an 1 X" — A — ag) -
Soit A € M, (R) tel que

0 -~ - o 0 a
1 0 -+ - 0 o
0 . .
A=
1 0 ap-o
0 1 ap—a




1. Montrer que le polynéme caratéristique de A est P.

2. Soient f un endomorphisme de E et un vecteur u € E tel que la famille (u, f(u), ..., f*~!(u))
soit libre. Montrer qu’il existe une base B tel que la matrice de f dans B soit egale a A.

Exercice 11. Soit f un endomorphisme de E nilpotent d’indice p (f? =0 et fP~1 #0).
1. Montrez que 0 est valeur propre et que c’est la seule.

2. Soit u € E tel que fP~'(u) # 0. Démontrer que les vecteurs u, f(u),..., fP~!(u) sont
linéairement indépendants. En déduire que p < n.

3. Démontrer que f est nilpotent d’ordre n si et seulement si il existe une base B de E telle
que la matrice M = (m;;) de f dans B vérifie

mijZO sij#i+1 et mi,H_l:l.

Exercice 12. Soient A et B deux matrices de M,,(C).

1. On suppose que A est une matrice inversible. Démontrer que AB et BA ont le méme
polynéme caractéristique.

2. Supposons maintenant A non inversible. Montrer qu’il existe o > 0 tel que, pour tout ¢ de
C, 0 < |t] < o, A — tI est inversible.

3. En déduire que le résultat de la question 1 est encore valable si A n’est pas inversible.

Exercice 13. (Examen M3 de Janvier 92) On considére la matrice

1 1 -1
A= 2 3 —4
4 1 —4

1. Trouver une base (v1, ve2,v3) de vecteurs propres de A.

2. Indiquer, sans faire les calculs, une méthode pour calculer A™ pour n entier, et I'inverse
A7l de A.

3. Soit B une matrice 3 x 3 telle que AB = BA. Calculer AB(v;), pour 1 <1i < 3 et en déduire
que B est diagonalisable.

Exercice 14. Pour n > 3, on considere la matrice carrée M de taille n définie par :

1 1 - 1
1 1 0 0
M = 0 1
- 0
10 -~ 0 1

1. Montrer que 1 est une valeur propre de M d’ordre n — 2.

2. Montrer que M est diagonalisable (on s’intéressera aux autres valeurs propres de M).

Exercice 15. Soit M une matrice carrée d’ordre 3 a coefficients réels, non proportionnelle a
la matrice identité et admettant une unique valeur propre réelle triple A\;. Montrer que M n’est
pas diagonalisable.

Exercice 16. Soient n € N*, M € M,(R) diagonalisable, A € M,(R), k € N*. Montrer :

MFA =0« MA=0.



Exercice 17. On considere la matrice

!

1. Montrer que A est diagonalisable et expliciter une matrice D diagonale semblable a A.

2. Calculer A™ pour n € N.

3. Expliciter en fonction de n les suites (uy,) et (vy) définies par :

Uptl = Up + 3,
Un+1 = 3un, + vy ’

avec vg = c et wg = 1.

Exercice 18. Soient (un),eN, (Vn)peN» (Wn),cN les suites réelles définies par

Un+1 = % (2un + v + wn)
Un+1 = % (un + vn + wn) )
Wp+1 = 7 (un + vy, + 2wn)

avec ug = 0,v9 = 22 et wg = 22. Calculer u,, v,, w, et étudier la convergence de ces trois suites.

Exercice 19. On cherche a trouver les valeurs de la suite (un)nEN en fonction de n,ug et uy,
lorsque la suite (uy),cN est définie par réccurence de la maniere suivante :

Upy1 = bup + cup_1.

1. Montrer que le probleme revient a trouver en fonction de n,ug,u; les valeurs des suites
(Un)peN €t (Un),eN définie par

Upy1 = bup, + coy
Un4+1 = Unp

2. En déduire que si le polynéme z? — bx — ¢ admet deux racines distinctes 1 et z2, on a,
up, = Azl + Baj,

ou A et B sont des constantes qui s’expriment en fonction de ug et u.

3. Soit I la matrice identité d’ordre 2 et

0 1
J = .
(00)
Calculer (zI 4+ yJ)™ en fonction de I, J,n et des constantes y et z.
4. Montrer que si le polynéme z? — bx — ¢ admet une seule racine x1, on a,

up = (A+nB)xl,

ou A et B sont des constantes qui s’expriment en fonction de ug et u.

5. Appliquer les résultats obtenus a la suite (uy), N & valeurs dans R définie par
Up4+1 = Up + X Up—1, a € R.
En particulier, on montrera que si o < —%, alors u, se met sous la forme

up = (vV—a)"(Acos(nb) + Bsin(nf)).



Exercice 20. Calculer u,, pour tout n € N sachant

UQZO, u1:1, u2:1
Upt3 = 45Uy — 39Up41 + 1lupqo, VR €N

Exercice 21. Soient ug > 0, u1 > 0 et (u,), N définie par :

2
Vn € N, Un+2 = S E—

Un+1 + Un

Calculer u,, puis lim .
n—-+0o

Exercice 22. Soit (uy), N définie par

U2p+1 = U2p + U2n—1
U2y = U2p—1 + 2U2p_2

et ug = 0 et u; = 2. Calculer u,, en fonction de n.



